２００７年度線形代数学解答例

１．行列の計算(30)
以下の行列
[image: image1.wmf]A,B,C,D

に対して、問いに答えよ。
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（1） 和が定義されるすべての組み合わせに対して、和を求めよ。(８点、各２点)

（
[image: image6.wmf]+

AA

等同じ行列同士の和も考えること。）

型が同一の要素どうしでしか和の計算はできない。

系統だてて、列挙する。
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（2） 積が定義されるすべての組み合わせに対して、積を求めよ。（１６点、各２点）
（
[image: image11.wmf]AA

g

等同じ行列同士の積も考えること。）

左辺の列数と右辺の行数が一致している要素間で積が定義される。

系統だてて、列挙する。
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（3） 
[image: image20.wmf]()()()

---+-

ABBDBCBD

ΒCAB

を求めよ。（３点）
最初に行列演算規則により簡単化した後、成分の計算を行うと良い。
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と計算できるここで、
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は３次の単位行列。
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（4） 
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を求めよ。ここで、
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X

は行列
[image: image26.wmf]X

の転置行列を表す。（３点）
最初に行列演算規則により簡単化した後、成分の計算を行うと良い。積の転置は左右が反転することに注意する。


[image: image27.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

21

21310202

21

21512011

62

213202226

215220112

2311

127

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

æö

++

ç÷

èø

++

=++

=++

-

éù

-

éùéùéù

êú

=++

êúêúêú

êú

---

ëûëûëû

êú

-

ëû

-

éùéùéù

=++

êúêúêú

-----

ëûëûëû

éù

=

êú

--

ëû

ABCDC

ABCDC

ABCDC

ABACDC

g

g

g


２．行列の性質(２５)
次の行列
[image: image28.wmf]A

に関して、問いに答えよ。


[image: image29.wmf]300

141

330

éù

êú

=

êú

êú

--

ëû

A


（1） トレース
[image: image30.wmf]tr
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を求めよ。（３点）
トレースは対角成分の和。
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（固有値の総和でもある。）

（2） 階数
[image: image32.wmf]rank

A

を求めよ。（５点）
行基本変形により階段行列化する。階段行列の段数が階数。
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よって、
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（3） 行列式
[image: image35.wmf]det
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を求めよ。（５点）
（解法１）

サラスの公式により求める。
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（解法２）

展開により求める。符号に注意すること。１行で展開する。
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（4） 逆行列
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を求めよ。（６点）
（解法１）

行列
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と単位行列
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を並べて得られる行列
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を行基本変形により左を単位行列化する。この結果の右側の行列が逆行列
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である。
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以上より、
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（解法２）

余因子行列により求める。特に転置に注意すること。
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（験算）実際、
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と確認できる。

（５）行列
[image: image49.wmf]A

の固有値を求めよ。（６点）
固有多項式
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は以下のように計算できる。
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よって、固有方程式
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と求められる。
なお、
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という関係が成り立つ。

３．ベクトルの演算(２５)

[image: image56.wmf](0,0,0)

O

を原点とする３次元座標空間
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中の３点
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に関して以下の問いに答えよ。

（1） 内積
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および外積
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を求めよ。（１０、各５点）
各点
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の原点に関する位置ベクトルを
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とする。
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よって、成分では
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となる。

（２）
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と
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に垂直で、大きさが１のベクトルを全て求めよ。（５点）
外積は、
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に垂直であるので、ベクトルの大きさで割ることで大きさ１にすることができる。
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垂直で大きさ１のベクトルを
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とすると、
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よって、
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（2） ３角形
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の面積を求めよ。（５点）
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（４）
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の各線分を辺とするような平行６面体の体積を求めよ。（５点）
スカラー三重積
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4．線形空間（２０）
次のベクトルの集合に対して、以下の問いに答えよ。
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(1) ベクトルの組
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（解法１）ベクトルの集合から行列をつくり、階数を調べる方法。

「行列の階数がベクトルの本数未満」
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列ベクトルの集合は一次従属、

「行列の階数がベクトルの本数と等しい」
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列ベクトルの集合は一次独立
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行基本変形により階段行列にし、階数が
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以上より、
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（解法２）

行列の正則性による方法。すなわち、行列式が０になるように定数
[image: image99.wmf]a

を定める。

「行列式が０」
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列ベクトルの集合は一次従属、

「行列式が０でない」
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列ベクトルの集合は一次独立
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以上より、
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(2) 
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が（１）の値のとき、ベクトル
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を残りのベクトル
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となる。これは、
[image: image113.wmf]1234

,,,

kkkk

を未知数とする連立一次方程式に他ならない。この係数行列は（１）で定めた
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これを線形関係式に代入する。
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（験算）
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(3) 
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が（１）の値のとき、ベクトルの組
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の基底および、次元
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を求めよ。（１０点）
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であるので、（１）の行基本変形の結果より、
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である。（２点）

また、（１）の行基本変形の結果より、
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が基底になれる。（３点）


[image: image126.wmf]{

}

1234

,,,

L

xxxx

は基底の線形結合全体であるので、次のように求められる。（５点）
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係数
[image: image128.wmf]123
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をパラメータ（媒介変数）と考えるか、あるいは拡張された座標の一種と考えると良い。

なお、
[image: image129.wmf]{
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は、４次元空間中の３次元空間で超平面と呼ばれる。一般に、
[image: image130.wmf]n

次元空間中の
[image: image131.wmf]1

n

-

次元の部分空間を超平面という。
（例：３次元空間中の超平面→２次元平面、２次元空間の超平面→（１次元）直線）
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