第６回　線形代数学演習問題解答例

1. 次の行列の固有値,固有ベクトル,固有空間を求めよ。
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とおく。

まず、固有多項式
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を求めると次のようになる。
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よって、固有方程式
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より、固有値
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が求まる。なお、
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の代数的重複度は共に１である。

　次に、各固有値に対する固有空間を求める。
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対応する固有ベクトルを、
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このとき、固有空間は連立方程式
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の解空間であるので、
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を解けばよい。
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係数行列を行基本変形する。
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したがって、
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したがって、成分
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で表現できる。
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は任意の実数をとることができるので、任意定数
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を用いて固有空間
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は以下のように表される。
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この計算より、固有値
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に対する幾何的重複度は１であることがわかる。

固有ベクトルは、（
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ベクトル以外の）固有空間中の一つのベクトルで、例えば、
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等がある。
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対応する固有ベクトルを、
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とする。このとき、連立一次方程式
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を解けばよい。
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係数行列を行基本変形する。
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したがって、
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は任意の実数をとることができるので、任意定数
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は以下のように表される。
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この計算より、固有値
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に対する幾何的重複度は１であることがわかる。

固有ベクトルは、固有空間中の一つのベクトルで、例えば、


[image: image38.wmf]21

2

22

5

3

x

x

-

éù

éù

==

êú

êú

ëû

ëû

x


等がある。
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とおく。

まず、固有多項式
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を求めると次のようになる。
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よって、固有方程式
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より、固有値
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が求まる。なお、
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の代数的重複度は２である。
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対応する固有ベクトルを、
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係数行列を行基本変形する。
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したがって、
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よって、固有空間
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は、以下のように求まる。
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この計算より、固有値
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に対する幾何的重複度は１であることがわかる。

（このことから、代数的重複度と幾何的重複度が異なる固有値を持つので、この行列は対角化不可能なことがわかる。）固有ベクトルは、固有空間中の一つのベクトルで、例えば、
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等がある。
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まず、固有多項式
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を求めると次のようになる。
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よって、固有方程式
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　次に、各固有値に対する固有空間、固有ベクトルを求める。
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対応する固有ベクトルを
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そのために、
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を基本変形していく。
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よって、
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と等価である。よって、
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は任意の実数をとることができるので、結局任意定数
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と表せる。よって、固有空間
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は以下のように表せる。
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この計算より、固有値
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に対する幾何的重複度は１であることがわかる。

また、固有ベクトルは、例えば、
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対応する固有ベクトルを
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を基本変形していく。
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よって、
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ここで、
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と表せる。

よって、固有空間
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この計算より、固有値
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に対する幾何的重複度は２であることがわかる。

また、固有ベクトルは、例えば、
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特性多項式は、
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よって、特性方程式は
[image: image97.wmf]2

(1)0

ll

-=

であり、固有値は
[image: image98.wmf]12

1,0

ll

==

と求まる。
[image: image99.wmf]1

1

l

=

に対する代数的重複度は１であり、
[image: image100.wmf]2

0

l

=

に対する代数的重複度は２である。

○
[image: image101.wmf]1

1

l

=


対応する固有ベクトルを
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これより、
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と表現できる。

よって、固有空間
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この計算より、固有値
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に対する幾何的重複度も１であることがわかる。

固有ベクトルとしては、
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対応する固有ベクトルを
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とする。まず、係数行列を基本変形する。
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よって、固有ベクトルは次の連立方程式の解である。
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したがって、
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と表現できる。したがって、固有空間
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は以下のように表せる。
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この計算より、固有値
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また、固有ベクトルとしては、
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