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100万ドルの問題を教えます。

問題に懸賞金が付いてます。
問題を解けば問題を解けば、
１００万ドルが手に入ります。万ドルが手に入ります。

http://www claymath org/millennium/
関連のサイト（英語）
http://www.claymath.org/millennium/

「P vs NP 問題」
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Ｉ：グラフ理論入門
集

１．グラフとは？
いくつかの点集合と、
それらを結ぶいくつかの
辺から構成される図形

いくつかの点

2点間を結ぶ辺

辺から構成される図形

2点間を結ぶ辺

グラフの例グラフの例
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２．なんでグラフとか考えるの？

グラフ：いろいろなものを単純に抽象化して
考えることができる。

現実世界とグラフ

（１）ネットワーク
コンピュータ点：

辺：配線辺：配線

コンピュータ３

ピ タコンピュータ１

6コンピュータ２



（２）路線図

点：駅

辺：路線 盛岡

大曲

田沢湖線 東北本線

秋田

大曲

北上

羽越本線
奥羽本線

本荘
横手

羽越本線
奥羽本線

北上線

余目

横手

小牛田
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余目

新庄

小牛田
陸羽東線陸羽西線



（３）道路地図

点：交差点

辺：道路
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（４）回路図

点：分岐点

辺：素子

∩∩∩∩

~
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（５）友達関係図

点：人間

辺：友達関係

Ａ
Ａ君とＢ君は友達だけど、
Ａ君とＥ君は友達でない。

Ｂ

Ｃ

Ｄ

Ｃ

Ｅ
Ｆ

Ｅ

Ｇ
10

Ｇ Ｈ



（６）ＵＮＩＸのファイル構造

デ点：ディレクトリまたはファイル

辺：包含関係、位置関係辺 包含関係、位置関係

/

bin usr etctmp

bin home passwd hosts
home

kusakarib08b001

11kadai.creport.txt initial.html



３．グラフの仲間

いくつかの点

有向グラフ
今までのグラフ
は無向グラフいくつかの点

2つの点を結ぶ
いくつかの有向辺

は無向グラフ

いくつかの有向辺

有向グラフの例有向グラフの例
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現実世界と有向グラフ

（１） 方通行のある道路地図

点 交差点

（１）一方通行のある道路地図

点：交差点

辺：一方通行路
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（２）恋愛感情の図

点：人間

辺：恋愛感情

Ａ
Ａ君はBさんを好きだけど、
BさんはＣさんが好き。

Ｂ
Ｃ

Ｄ

Ｅ
Ｆ

Ｅ

Ｇ
14

Ｇ Ｈ



グラフ理論で考えること、
平面上に書けるグラフってどんなのだろう？
（グラフの平面性判定といいます（グラフの平面性判定といいます。
VLSI基板上の配線などに応用されます。）

隣接している国同士は違う色で塗るとしたら、
何色必要なの？何色必要なの？
（彩色問題といいます。中でも４色問題が有名です。
工程管理などに応用されます。）工程管理などに応用されます。）

ネットワークで、
途中のコンピュータが何台まで故障しても、
相手のコンピュータと通信できるの？

15
（グラフの連結度の問題といいます。
ネットワーク設計、解析などに応用されます。）



ＩＩ：アルゴリズム論入門

１．アルゴリズムとは？１．アルゴリズムとは？
アルゴリズム：問題をとくための、 （有限回の機械的な）手順。

アルゴリズムの性質

あいまい性が無い。

有限のステップで終了する。
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２．アルゴリズム例

例１：１０進数から２進数への変換

1 2 1 0 10( )n nD d d d d− −=入力

出力

1 1 1 0 2( )m mB b b b b− −=

10 2(19) (10011)⇔人間が理解
コンピュー
タが理解し10 2(19) (10011)⇔

10 2(1989) (11111000101)⇔

人間 解
しやすい数

タが理解し
やすい数

10 2(2007) (11111010111)⇔

10 2( ) ( )

10 2( ) ( )
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１０進数と２進数 各桁の数字は、その位
値が何個ある かを

( )D d d d d=

{ }0,1,2,3, 4,5,6,7, 8,9id ∈ の値が何個あるのかを
示している。

1 2 1 0 10

1 1 0
1 1 0

( )

10 10 10

n n

n

D d d d d

d d d

− −

−

=

= × + + × + ×1 1 010 10 10nd d d− × + + × + ×

各桁の数字は その位

( )
{ }0,1jb ∈

各桁の数字は、その位
の値が何個あるのかを
示している。

1 2 1 0 2( )m mB b b b b− −=
1 1 0

1 1 02 2 2m
mb b b−
−= × + + × + ×
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1 0(19) 1 10 9 10+1 0
10(19) 1 10 9 10

10 9

= × + ×

10 9= +

16 2 1+ +
4 3 2 1 01 2 0 2 0 2 1 2 1 2= × + × + × + × + ×

( )210011=
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２進数変換アルゴリズム

[step1]： とする。0 : , 0D D i= = 初期設定

[step2]:                     の間以下を繰り返す;
(2-1) 2で割った余り

0iD >
: m o d 2b D=(2 1) : m o d 2i ib D=

(2-2) 1 : / 2i iD D+ ⎢ ⎥= ⎣ ⎦ ２で割った商
（切り捨て）

: 1i i= +

1 /i i+ ⎣ ⎦ （切り捨て）

(2-3)
を１増加させる。ii

[ t 3] を出力して終了する( )B b bb[step3]:                                    を出力して終了する。( )1 1 0 2mB b bb−=

20



開始

0 ,

0

D D

i

=

0i =

0iD >
偽

( d2)b D

真

1

(mod2)

/2
i i

i i

b D

D D+

=

⎢ ⎥= ⎣ ⎦ として出力。

1 1 1 0 2( )m mB b b b b− −=

終了

1 /i i+ ⎣ ⎦
1i i= +

として出力。
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終了



実行例
19割２は、

19の2進数は？実行例 商が9で余りが１．

0 : 19mod 2 1b = =

19/2 =9 ;1 下位ビ ト

0

1

: 19mod 2 1

: 19/2 9

b

D ⎢ ⎥= =⎣ ⎦19/2 =9    ;1
9/2 = 4   ;1
4/2 = 2 ;0

下位ビット ⎣ ⎦

4/2 = 2   ;0
2/2 = 1   ;0
1/2 = 0 ;1 上位ビット1/2 = 0   ;1

( )(19) 10011( )10 2(19) 10011=
22



アルゴリズムの正当性
（なぜ、正しく２進数にしてくれるのか？）（なぜ、正しく２進数にしてくれるのか？）

1 1 0
0 1 1 02 2 2m

mD D b b b−
−= = × + + × + ×

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜

( )1 2 1 02 2 2 2m mb b b b− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟= × + × + × + × +⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎟
( )

1

2

1 2 1 0

m

m

m m

D

D

−

−

⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
1

0

D

D

2D b× +1 02D b= × +

除算における商

23
と余りの関係式



( )10 10(19) 9 2 1= × +
奇数なので１余る

( )( )104 2 1 2 1= × + × +
奇数な 余る

( )( )( )102 2 0 1 2 1= × + + × +

( )( )( )( )101 2 0 2 0 2 1 2 1= × + × + × + × +

( )( )( )2(1) 2 0 2 0 2 1 2 1= × + × + × + × +( )
( )( )2(10) 2 0 2 1 2 1= × + × + × +

( )2(100) 2 1 2 1= × + × +

242 2(1001) 2 1 (10011)= × + =



例２：最大公約数を求めるアルゴリズム

ユークリッドの互除法

初期設定

[step2]:

[step1]： とする。;P AQ B= =

割 た余り
m o dR P Q=

初期設定

[step2]: Qで割った余り
m o dR P Q

[step3]:                     の間以下を繰り返す;0R >

1 : 0ix + =

(3-1)                                               とする。;P Q Q R= =
(3-2) とする。m o dR P Q=

[ 3] として出力するd ( )Q A B
1 : 0ix + =

[step3]:                として出力する。g c d ( , )Q A B=

25P ：被除数 Q ：除数 R ：余り



開始

P ：被除数

;

d

P AQ B

R P Q

= =
P ：被除数

Q ：除数
mod ;R P Q= R ：余り

0R >
偽

真

; ;P Q Q R= =
として出力。

gcd( , )Q A B=

終了

mod ;R P Q=
として出力。

26

終了



実行例 36 21A B= =
P Q R

実行例 36, 21A B= =

36 21 1 15

P Q R

= × +36 21 1 15

21 15 1 6

× +

= × + 割り切れたと21 15 1 6

15 6 1 3

= × +

= × +
割り切れたと
きのQが最大
公約数15 6 1 3

6 3 2 0

= × +

= × +

公約数

6 3 2 0= × +

d(36 21) 3
27

gcd(36,21) 3∴ =



３．アルゴリズムとプログラム

アルゴリズム プログラミングアルゴリズム

＋
プログラム言語

プログラミング

プログラム

データ構造
プログラム言語

int * bin(int D){
int B[100];
Di=D;i=0;
while(Di>0){

B[i]=Di (mod) 2;

2進数変換アルゴリズム

＋ B[i]=Di (mod) 2;
Di=Di/2;
i=i+1;

整数型データ

;
};
return B;

}

C言語風プログラム
intは整数のデータ型。

28
}intは整数のデ タ型。



４．アルゴリズムの評価

主に、主要な繰り返し回数を考えます。

（１）の１０進数を２進数に変換するアルゴリズムでは、

変換される２進数のビット数回の繰り返しがおきます。

１０進数を とすると、
プログラムにした場合 に比例する時間で終了

変換される 進数 ッ 数回 繰り返 お ます。

log n
n

プログラムにした場合 に比例する時間で終了
する。

2log n

（２）ユ クリ ドの互除法では（２）ユークリッドの互除法では、

小さい数 の対数回 ぐらい の繰り返しがおきます。
（なん か ち と考 ま う ）

n 2log n

プログラムにした場合 に比例する時間で終了
する

（なんでかはちょっと考えてみましょう。）

2log n

29
する。



アルゴリズム論で考える事
いろんな問題をコンピュータに解かせる場合に、
どんな手順で処理をすすめたらいいのか考えるどんな手順で処理をすすめたらいいのか考える。
（アルゴリズムの設計といいます。）

アルゴリズムをプログラムに直した場合に、
どのくらいの時間で終了するのかを考える。どのくらいの時間で終了するのかを考える。
（アルゴリズムの解析といいます。）

そもそも、計算機で解ける問題とは、
どのような問題なのかを考える。どのような問題なのかを考える。
つまり、アルゴリズムがあるのかどうかを考える。
（計算量理論といいます。）

30

（計算量理論といいます。）



III:グラフ理論とアルゴリズム

さて、グラフ上の問題を解くアルゴリズムを考えてみましょ。

１ オイラ 回路問題１．オイラー回路問題

31
グラフが与えられたとき、そのグラフが一筆書きできるの？



オイラ 回路とは？オイラー回路とは？

始点と終点が

始点、終点
が異なる

等しい。

オイラー回路

一筆がきできる。

が異なるオイラ 回路

一筆がきできない。
筆がきできる。

32



オイ 回路 例オイラー回路の例
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オイラー回路問題

グラフGが与えられたとき、そのグラフにオイラー回路が
あるか判別せよ。

つまり、グラフGは、任意の点を始点として、
一筆がきできるか判別せよ。

一つのアルゴリズム

３ ４ アルゴリズム１ （辺順列法）

１

３ ４

５

９
10

11
step1:全ての辺に番号をつける。

step2：1-mの数字を適当にならべる。

アルゴリズム１ （辺順列法）

２
６

７８

12

step2：1 mの数字を適当になら る。

step３：ならべた数字に対応する辺の順序で、
一筆書きできるかしらべる。

全てのならべ方を調べてなければ
７

m辺あるとする。

step4:全てのならべ方を調べてなければ、
step2に戻る。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
34

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 3 4 10 9 12 11 5 6 7 8 2



辺順列法の手間（計算量）

m個の数字の並べ方は、ｍ！であるので、
ｍ！に比例する手間がかかる。

ちなみに ! mちなみに、 m! > 2 m
(m>=4 のとき）

アルゴリズム ｵｲﾗｰ１は 指数時間アルゴリズムであるという。

辺数mと計算時間

１００MIPSの計算機としましょ。
（1秒間に100万回の計算ができる。）

辺数mと計算時間

２
ｍ ｍ！ｍ

１０
年

0.00005秒 0.04秒

２０

３０

４０

10秒

771年

3時間

0.01秒

35

４０

５０

3時間

130日



グラフ理論を使った高速化

定理１

グラフGにｵｲﾗｰ回路があるための、必要十分条件は、
（Gが連結で）Gのすべての点の次数が偶数であること。

4次の点

非連結グラフ

4次の点

次数：接続する辺の本数
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アルゴリズム２（次数法）

t １ 点の次数が偶数かどうか調べるstep１:点の次数が偶数かどうか調べる。

step2:全ての点を調べてなければ、step1にもどる。

次数法の手間は辺数ｍ に比例した時間があれば十分である。

辺数mと計算時間
ｍ

１０ 0 00005秒 0 04秒

m 2m 5m 2m !m
１０

２０

３０ 10秒

771年
0.00005秒

0.01秒

0.04秒0.0000001秒
0.0000002秒

0.0000003秒

0.000001秒 0.002秒

３０

４０

５０

10秒
3時間

130日

0.0000003秒

1000

1万

0.0000１秒
0.0001秒 1秒

10秒
3時間

37

ずいぶん賢くなった。めでたし、めでたし。

多項式時間アルゴリズム 指数時間アルゴリズム



２．ハミルトン閉路問題

さて、ｵｲﾗｰ回路と似た別の問題を考えよう。

同じ辺を1度しか通らずに全ての辺を1度は通る回路が、
ｵｲﾗｰ回路である。

同じ点を1度しか通らずに全ての点を1度は通るような閉路を同じ点を1度しか通らずに全ての点を1度は通るような閉路を
ハミルトン閉路という。（ｵｲﾗｰ回路は、同じ点を何度も通っていた。）
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閉路 例ハミルトン閉路の例
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ハミルトン閉路問題

グラフGが与えられたとき、そのグラフにハミルトン閉路が
あるか判別せよ。

一つのアルゴリズムつのアルゴリズム

step1:全ての点に番号をつける。

アルゴリズム１ （点順列法）１ ２

step1:全ての点に番号をつける。

step2：1-nの数字を適当にならべる。

step３：ならべた数字に対応する点の順序で、

５

６

ハミルトニアン閉路ができるか調べる。

step4:全てのならべ方を調べてなければ、
step2に戻る。

７
８

n点あるとする。

p

1 2 3 4 5 6 7 8  
３４

40
1 2 3 7 6 5 8 2



○ ×

ハミルトン閉路あり ハミルトン閉路なし

？
41

？



ハミルトン閉路問題を解くアルゴリズムの高速化は？

実は、この問題が現在のコンピュータサイエンスの
最大の未解決問題です最大の未解決問題です。

だれも ト 閉路問題を解くだれも、ハミルトン閉路問題を解く
高速な（多項式時間の）アルゴリズムを作れていない。

42



IV： 問題の難しさの階層

難しい

指数時間

難しい

ハミルトン閉路問題

NP完全

ｵｲﾗ 閉路問題PNP
ｵｲﾗｰ閉路問題

最大公約数

因数分解

43



クラスPの問題

クラスＰに属する問題の特徴。

問題から答えを求めることが容易
（多項式時間で問題を解くアルゴリズムが存在）（多項式時間 問題を解くアル リ 存在）

例 ：ｵｲﾗｰ回路問題、２進数変換、最大公約数等

44



クラスNPの問題

クラスＮＰに属する問題の特徴。

問題と答えが両方与えられたら、
答えのチェックは容易に行える。

厳密な定義は
省く答えのチ ックは容易に行える。

（多項式時間でチェックが行える。問題
から答えを求めることは計算量が多く
もかまわな ）

省く。

てもかまわない。）

例 因数分解 ミルトン閉路 オイラ 回路

ハミルトン閉路も チェックは容易

例 、因数分解、ハミルトン閉路、オイラー回路

ハミルトン閉路も、チェックは容易。

45



他のＮＰ問題
因数分解問題

11438162575788886766923577997614661201
02182967212423625625618429357069352457
33897830597123563958705058989075147599

チ ック（掛け算）

33897830597123563958705058989075147599
290026879543541

チェック（掛け算）

34905295108476509491478496199038981334
17764638493387843990820577

×

32769132993266709549961988190834461413
46

177642967992942539798288533



クラスNP完全の問題

クラスＮＰ完全に属する問題の特徴。

（１）問題と答えが両方与えられたら、
答えのチェックは容易に行える。

厳密な定義は
省く答えのチ ックは容易に行える。 省く。

（２）この問題を解く多項式時間アルゴ
リズムが発見されれば クラスNPに属リズムが発見されれば、クラスNPに属

するすべての問題が多項式時間で溶
ける。

例 ハミルトン閉路、巡回セールスマン問題

47



「P vs NP 問題」
（計算機科学最大の問題）
答えを多項式時間でチェックできる問題（NP問題

）には すべて答えを多項式時間で求めるアルゴ）には、すべて答えを多項式時間で求めるアルゴ
リズムが存在する（Pに属する）のか？

もし、ハミルトン閉路問題を解く多項式時間アルゴリズムを見つ
ければ、「 P vs NP 問題」を解いたことになる。

チューリング賞間違いなし
コンピュータサイエンスの
ノーベル賞のようなもの
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チュ リング賞間違いなし ノーベル賞のようなもの。



V：まとめ
グラフ理論を紹介した。

アルゴリズム論を紹介した。

グラフ理論とアルゴリズムの関係をグラフ理論とアルゴリズムの関係を
ｵｲﾗｰ閉路問題を例にとって説明した。

「 ピ「P  vs NP 問題」という現在のコンピュータサイエンス
（情報科学）最大の未解決問題を紹介した。

49１００万ドル（１億円）の懸賞が付いています。
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